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BẤT ĐẲNG THỨC KARAMATA VÀ MỘT VÀI ÁP DỤNG
Lê Hồ Quý (THPT Duy Tân, Kon Tum)
I. Các định nghĩa và tính chất
Ta sử dụng ký hiệu 
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 là nhằm ngầm định một trong bốn tập hợp 
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1. Định nghĩa 1 (Các bộ trội). Cho 
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nếu chúng thỏa mãn các điều kiện sau đây :
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2. Định nghĩa 2 (Hàm lồi). Hàm số 
[image: image14.wmf]()

fx
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Nếu dấu đẳng thức trong (1.1) xảy ra khi và chỉ khi 
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 thì ta nói hàm số 
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Hàm số 
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 được gọi là lõm (lồi trên) trên tập 
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       (1.2)

Nếu dấu đẳng thức trong (1.2) xảy ra khi và chỉ khi 
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Tương tự, ta cũng có định nghĩa về hàm lồi (lõm) trên các tập 
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3. Định lí 1. Nếu 
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II. Định lí Karamata

1. Định lí 2 (Bất đẳng thức Karamata). Cho hai bộ số thực 
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Khi đó, ứng với mọi hàm lồi thực sự 
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Chứng minh. Sử dụng biểu diễn đối với hàm lồi
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Không mất tính tổng quát, ta giả thiết bộ số 
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Khi đó, để chứng minh (1), ta chỉ cần chứng minh rằng
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Sử dụng biến đổi Abel
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với 
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Vì rằng 
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2. Các hệ quả
Hệ quả 1. Nếu 
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Hệ quả 2 (Bất đẳng thức Jensen). Với mọi hàm lồi 
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 ta luôn có bất đẳng thức 
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Hệ quả 3 (Bất đẳng thức Vasile Cirtoaje). Với mọi hàm lồi 
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 ta luôn có bất đẳng thức sau
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trong đó 
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[image: image78.wmf].

i


3. Ứng dụng 

Ở phần tiếp theo, chúng tôi xin trình bày một số áp dụng của bất đẳng thức Karamata và các hệ quả của nó.
(Thí dụ 1. Chứng minh rằng với mọi tam giác ABC không nhọn, ta luôn có
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Lời giải. Không mất tính tổng quát, ta coi 
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Xét hàm số 
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 Khi đó, áp dụng bất đẳng thức Karamata, ta được
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Để ý rằng 
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(Thí dụ 2. Chứng minh rằng với mọi số thực dương a, b, c, ta luôn có bất đẳng thức
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Lời giải. Không mất tính tổng quát, ta giả sử 
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Từ đó, áp dụng bất đẳng thức Karamata cho hàm số 
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(Thí dụ 3 (IMO 2000). Cho các số dương a, b, c thỏa mãn điều kiện abc = 1. Chứng minh rằng
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Lời giải. Vì abc = 1 nên ta đặt 
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Ta viết bất đẳng thức đã cho theo 
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Để ý rằng 
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Trường hợp cả ba số đó đều dương, bằng cách lấy lôgarit hai vế với cơ số e, ta được
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Không mất tính tổng quát, ta coi 
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Xét hàm số 
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 Khi đó theo Hệ quả 1 của bất đẳng thức Karamata, ta được
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Đẳng thức xảy ra khi nào ?  

Lời giải. Ta xét các trường hợp

( Trường hợp 1. Khi 
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 Vậy theo bất đẳng thức Jensen, ta có
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Theo bất đẳng thức AM-GM, ta có
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Đẳng thức xảy ra khi 
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Bất đẳng thức cuối được suy ra ngay từ bất đẳng thức Jensen ứng với hàm số 
[image: image141.wmf]()

n

fxx

=

 (đây là hàm lồi trên khoảng (0, + ()) với 
[image: image142.wmf]1

p

³

 và 
[image: image143.wmf].

p

Î

¢

 Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Lời giải. Áp dụng bất đẳng thức Vasile Cirtoaje đối với hàm lồi 
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trong đó 
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 bất đẳng thức ở trên trở thành 
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Mặt khác, theo bất đẳng thức AM-GM, ta có
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Từ bất đẳng thức này, với 
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Nhân bất đẳng thức này với bất đẳng thắc (*), ta nhận được bất đẳng thức cần chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Cuối cùng là một số bài tập dành cho bạn đọc
Bài 1. Chứng minh rằng với mọi tam giác ABC nhọn, ta luôn có
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Bài 2. Chứng minh rằng nếu 
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Bài 3. Chứng minh rằng với mọi số 
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[image: image169.wmf]1223112

os(2)os(2)...os(2)coscos...cos.

nn

cxxcxxcxxxxx

-+-++-£+++


Bài 4 (APMO 1996). Cho 
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 là độ dài các cạnh của một tam giác. Chứng minh rằng
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Đẳng thức xảy ra khi nào ?

Bài 5 (IMO 1999). Cho 
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 là một số nguyên dương cố định, 
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 bé nhất sao cho
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với mọi số thực không âm 
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Bài 6 (Iran 2008). Cho 
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 Chứng minh rằng 
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Bài 7. Giả sử 
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 là các số dương thỏa mãn điều kiện 
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 Chứng minh rằng nếu 
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